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 دراسة تدر�ج الحلقة ش�ه الوراث�ة ودراسة الحلقة نصف الوراث�ة

(ش�ه الوراث�ة) في الحلقات المدرجة   
 *    د. حسین قر�وي    ** د. ص�اح حمندوش

 *عضو هیئة تدر�س�ة، قسم الر�اض�ات، �ل�ة العلوم، جامعة الفرات

 ، قسم الر�اض�ات، �ل�ة العلوم، جامعة حلبد�تورة** 

 

 الملخص

الحلقة نصف الوراث�ة (ش�ه الوراث�ة) في الحلقات  تدر�ج الحلقة ش�ه الوراث�ة ودرسنادرسنا في هذا العمل 

 :النتائج الآت�ة، وحصلنا على  المدرجة

sSs إذا �انت -1
RR

∈
}�حیث �كون  Sتبديل�ة مدرجة وفق شر�ط متعامد AIPحلقة  =⊕ }00 =R ،و�ان 

α  عنصراً من{ }0−S :فإن ،a ( إذا �انت الحلقة الجزئ�ةαR  .ضر��ة، فإنها تكون ش�ه وراث�ة (b  إذا

 موضع�ة، فإنها تكون نصف وراث�ة. αRكانت  الحلقة الجزئ�ة 
 عنصـره الح�ـادي مدرجة وفق مونوئید اختزالي ش�ه وراث�ة �مین�ة  حلقة -  NJ  إذا �انت-2

إذا �انـــت .  �حققـــان مـــن  و  مـــن أجـــل �ـــل عنصـــر�ن  ولنفـــرض أن،  
 تكون نصف وراث�ة �مین�ة. فإنها موضع�ة eR الحلقة الجزئ�ة
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:مقدمة  

فــي   Samul Elenberg و Henri Cartan لأول مــرة مــن قبــلالوراث�ــة (نصــف الوراث�ــة)  اتالحلقــعرفــت 

 حیـث درجـا الحلقـة الوراث�ـة ال�سـار�ة [14]في  الوراث�ة اتالحلق بتدر�ج V.Oystaeyenو  C.Nastaseccu. قام [1]

ــاً   الوراث�ــة نصــف تــدر�ج الحلقــات دُرسو  ،[22]فــي وفــق نصــف زمــرة  الحلقــات الوراث�ــةتــدر�ج . دُرس تــدر�جاً قو�

فـــي أنـــواع معینـــة مـــن الحلقـــات  ونصـــف الوراث�ـــة الحلقـــات الوراث�ـــة تدُرســـ .[23]فـــي  وفـــق نصـــف زمـــرة ال�مین�ـــة

نصــف الوراث�ــة ونصــف الوراث�ــة الضــع�فة و  لقــات الوراث�ــة والوراث�ــة الضــع�فةالحت دُرســ، و [25,24]فــي  المدرجــة

الحلقـات الوراث�ـة ونصـف  تدُرسـ، �ـذلك [26]فـي  المدرجة وفق شر�ط متعامد ووفق نصف زمرة صـفر�ة �سـار�ة

، [27]فـي  الوراث�ة في حلقة بیزوت المدرجة وفي �عض الحلقات المدرجـة التـي �ـل مـودول فوقهـا �كـون مسـطحاً 

الحلقــات الوراث�ــة ونصــف الوراث�ــة فــي حلقــة ر�كــارت التبديل�ــة المدرجــة وفــي �عــض الحلقــات التبديل�ــة ت دُرســكمــا 

 سـندرس فـي هـذا العمـل .[28]فـي  �ساري فوقها �كون قا�لاً للقسـمة�ل مودول �میني و�ل مودول التي المدرجة 

   .الحلقة نصف الوراث�ة (ش�ه الوراث�ة) في الحلقات المدرجة وسندرستدر�ج الحلقة ش�ه الوراث�ة 

 :معلومات أساس�ة -1
 نصف زمرة وع�ارة، 1 إن �لمة حلقة، ف�ما س�أتي، نعني بها حلقة غیر مبتذلة ذات عنصر وحدة    

، إذا لم ننوه (زمرة ضر��ة) تحوي عنصر�ن على الأقل ، ف�ما س�أتي، نعني بها نصف زمرة ضر��ة(زمرة)
  خلاف ذلك.إلى صراحة 

) هي مجموعة غیر خال�ة وعمل�ة جبر�ة ثنائ�ة تجم�ع�ة Semigroupنصف الزمرة ( :[8]تعر�ف . 1-1
 عنصر ح�ادي. Sإنها مونوئید إذا وجد في  Sمعرفة علیها؛ و ُ�قال عن نصف زمرة 

) Cancellative Semigroup(   اختزال�ــةإنهــا نصــف زمــرة  Sُ�قــال عــن نصــف زمــرة : [7]تعر�ــف  .1-2

 :إذا �ان من ال�سار (من ال�مین)

Scbacbcabacbacab ∈∀==== ,,)⇒(⇒ 
eeإنه جامد فیها إذا �ان  Sمن نصف زمرة  eُ�قال عن عنصر :[18,16]تعر�ف  .3-1 ؛ وُ�قال 2=

) إذا �انت جم�ع عناصرها Perpendicular Band(مع الصفر) إنها شر�ط متعامد ( Sعن نصف زمرة 
 أي إذا �انت جم�ع عناصرها جوامد وتحقق الشرط:جوامد متعامدة فیها 

baSbaab ≠∈∀= ;,0 
 �الشكل: οالعمل�ة  Rحلقة. إذا عرفنا على  R: لتكن [12]. تعر�ف 4-1

Rbaabbaba ∈∀−+= ,ο 

),(عندئ��ذ يك��ون  οR  مونوئي��داً عنص��ره الحي��ادي ه��و ص��فر الحلق��ةR تس��مى العملي��ة .ο  دائ��رة جاكبس��ون أو

),(تسمى العملية المرافقة، وتسمى نصف الزمرة  οR  نصف الزمرة المرافقة لـR. 
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 )Right Quasi-regular(إنه ش�ه نظامي من ال�مین  R من حلقة a �قال عن عنصر :[3]. تعر�ف 5-1
معكوس من ال�مین (معكوس من a إذا وجد لـ Rفي  )Left Quasi-regular((ش�ه نظامي من ال�سار 

),( ال�سار) في οR،  أي إذا وجد فيRعنصر b :حیث �كون� 
)0(0 == abba οο 

ال�مـین وشـ�ه نظـامي مـن  شـ�ه نظـامي مـنa إنـه شـ�ه نظـامي فیهـا إذا �ـانR مـن الحلقـةa و�قال عن عنصـر
 .Rال�سار �آنٍ معاً في

، RJ)(، وُ�رمـز لـه بــ R) لحلقـة The Jacobson radical: ُ�عـرف جـذر جاك�سـون ([8,6]تعر�ـف .6-1
 .R�أنه أكبر مثال�ة ش�ه نظام�ة في 

ُ�عــرف أ�ضــاً �أنــه تقــاطع �ــل  Rذات عنصــر وحــدة، فــإن جــذر جاك�ســون للحلقــة Rإذا �انــت الحلقــة  -
 .Rالمثال�ات ال�سار�ة الأعظم�ة في 

 المجموعةنُسمى . R حلقة مجموعة جزئ�ة غیر خال�ة من B: لتكن [15,6]تعر�ف 7-1 .
{ }{ }0; =∈ rBRr العادمة ال�سار�ة)Left Annihilator للمجموعة ( 

B  في الحلقةR لها  بالرمز   يُرمز، و)(. Bannl R إن .)(. Bannl R    مثالية 

}سمى المجموعة ، وتُ Rيسارية  في  الحلقة   }{ }0; =∈ BrRr  العادمة  ال�مین�ة )Right Annihilator (
.)(لها بالرمز  يُرمز، وRفي الحلقة  Bللمجموعة  Bannr R إن .)(. Bannr R  مثالية يمينية في الحلقةR . 

) إذا �ـان Pure Ideal( مثال�ـة �حتـهإنهـا  Rفي حلقة  I �مین�ة (�سار�ة) ُ�قال عن  مثال�ة: [9]تعر�ف 8-1.
baaaba�حیث �كون  Iمن  bيوجد عنصر  Iمن  aمن أجل �ل عنصر  == )(. 

) Multiplication Ideal(مثال�ة ضر��ة إنها  Rفي حلقة تبديل�ة  Aُ�قال عن  مثال�ة : [11]تعر�ف 9-1.
ACB�حیث �كون  Rفي  Cمثال�ة  يُوجد،  A ومحتواة في Rمن  Bإذا �ان من أجل �ل مثال�ة  =. 

إما  R عنصر من إذا �ان �ل) (NJ- ringحلقة  -NJ إنها  Rُ�قال عن حلقة  :[3]. تعر�ف1-10
 .نظام�اً أو ش�ه نظامي فیها

عنصر منها و لا  إذا، وفقط إذا، �ان �ل حلقة -NJ تكون  R الحلقة أن نشیر إلى أنه:�جدر بنا    
 هو عنصر نظامي فیها. RJ)(ينتمي إلى 

مــن �مین�ــة إذا �انـت العادمـة ال�مین�ــة لأي مثال�ـة �مین�ـة  AIPإنهـا  Rُ�قـال عــن حلقـة : [19]تعر�ـف 11-1.
R  الحلقة تُعرَّف �حته. مثال�ةAIP .ال�سار�ة �شكل مشا�ه   

تملك مثال�ة �سار�ة (�مین�ة)  𝑅إذا �انت الحلقة  إنها حلقة موضع�ة 𝑅عن حلقة  �قال [6]تعر�ف: .12-1
 أعظم�ة وحیدة .

) إذا �انـت �ـل Multiplication Ring(    إنهـا حلقـة ضـر��ة  Rعن حلقة تبديل�ـة ُ�قال : [4]�ف تعر 13-1.
 ضر��ة. Rمثال�ة في 
إنه مودول �میني  R فوق حلقة تبديل�ة M�میني (�ساري) واحدي  ُ�قال عن مودول: [11]تعر�ف 14-1.

من  MI من الشكل Mمن  N) إذا �ان �ل مودول جزئيMultiplication Module(�ساري) ضر�ي (
 .Rمن  Iأجل �ل مثال�ة 
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C Ζ �سـار�اً، ولـ�كن مـودولاً  -N Rو�مین�ـاً،  مـودولاً  -M Rحلقة، ول�كن R لتكن :[21]تعر�ف  15-1
CNMf. يُــدعى التطبیــق مــودولاً  - →: × R-  ًتطب�قــاً متوازنــا )Balanced Map( إذا حقــق f الشــروط

 الآت�ة:
))(())(())(()1 ,,, 2121 nmfnmfnmmf +=+  
))(())(())(()2 2121 ,,, nmfnmfnnmf +=+ 

))(())(()3 ,, nrmfnrmf = 
 .Rمن rو�ل Nمنnو 2nو 1nو�ل Mمنmو  2mو 1mوذلك من أجل �ل

 �ســــار�اً. الجــــداء مــــودولاً  -N R�مین�ــــاً، و مــــودولاً  -M Rحلقــــة، ولــــ�كن R لــــتكن :[21]تعر�ــــف  16-1
NMهـو زمـرة جمع�ـة تبديل�ـة، يُرمـز لهـا بــ  Rفـوق  Nو  Mلـِ  )Tensor Product(التنسوري  R⊗و ،R

NMNMتطبیق متوازن  - R⊗× →:τ 
GNMf و�ـان جمع�ـة تبديل�ـة،زمـرة  G إذا �انت الآت�ة: �حققان الخاصة  →: ×R-  ًفإنـه تطب�قـاً متوازنـا ،

GNMيوجد هومومورفیزم وحید  R →: ⊗θ :حیث �كون المخطط الآتي� 

 

NM R⊗ 

f 

G 

τ 

θ∃ 

NM ×
 

 

 
f=τθت�ادل�اً، أي �حیث �كون  . 

مـودول �مینـي  -Rهـو  Mُ�قـال إن �مین�ـاً. مـودولاً  -M Rحلقة، ول�كن Rلتكن  :[15,6]. تعر�ف 1-17
 إذا تحقق الشرط الآتي: )Flat Right Module( مسطح

00إذا �انــــــــت  →→ 111 MMM '''  -Rمــــــــودولات �ســــــــار�ة و -Rمــــــــن  متتال�ــــــــة تامــــــــة قصــــــــیرة  →→
 ، فإن المتتال�ة:هومومورفیزمات مودولات �سار�ة

00 →111 MMM '''
RRR MMM ⊗⊗⊗ →→→ 

 -R الـــتكــون أ�ضــاً تامــة قصــیرة (عنــدما ننظــر إلیهــا علــى أنهــا متتال�ــة مــن الزمــر الجمع�ــة التبديل�ــة). ُ�عــرَّف 
 مودول �ساري مسطح �شكل مشا�ه.

إذا �انـــت  Rإنهـــا مســـطحة فـــي Rفـــي حلقـــة  I�جـــدر بنـــا أن نشـــیر إلـــى أنـــه: ُ�قـــال عـــن مثال�ـــة �مین�ـــة
إنهـا Rفـي حلقـة  Iوُ�قـال عـن مثال�ـة �سـار�ة  ؛ مـودول �مینـي -Rمسطحة عندما ننظر إلیها على أنها 

وُ�قـال عـن مثال�ـة  ؛ �سـاري  مـودول -Rإذا �انـت مسـطحة عنـدما ننظـر إلیهـا علـى أنهـا  Rمسطحة فـي 
I  في حلقةR إنها مسطحة فـيR  إذا �انـت مسـطحة عنـدما ننظـر إلیهـا علـى أنهـاR- مینـي  مـودول�

 �ساري. مودول -Rعندما ننظر إلیها على أنها  ومسطحة
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مودولاً �سار�اً (�مین�اً) واحد�اً ضر��اً �حیث  -M Rحلقة تبديل�ة، ول�كن  Rلتكن  :[11]مبرهنة 18. -1
)(. Mannl R ))(. Mannr R(  مثال�ة �حته فيR عندئذ �كون .M R-  ًمودولاً �سار�اً مسطحا )R- 

 ).مسطحاً  مودولاً �مین�اً 
إسقاطي  مودول �میني-R إنه Pمودول �میني  -Rعن  ُ�قالحلقة.  Rلتكن  :[10,6,5]تعر�ف .19-1

)Projective إذا �ان من أجل �ل (R-  مودولات �مین�ة  مايبیومورفیزCBg  رفیزممو هومو -R و�ل :→
CPh�مین�ة  مودولات BPhفیزم مودولات �مین�ة ر ومومر ه-Rيوجد  :→ →′  �حیث �كون   :

hgh ′= :أي �حیث �كون المخطط الآتي ، 

 
B C  

P 

h 
h' 

g 
 

 
 الإسقاطي �شكل مشا�ه. مودول ال�ساري  -Rالـ ُ�عرف   ت�ادل�اً.
 P، فإنه ُ�قال إن Rمثال�ة �سار�ة) في حلقة  مثالية يمينية ( P�جدر بنا أن نشیر إلى أنه إذا �انت  -

إسقاط�ة عندما ننظر إلیها على  Pإذا �انت  R) في إسقاط�ة (مثال�ة �سار�ة إسقاط�ة مثالية يمينية
مودول �ساري)، و�ذا -Rإسقاط�ة عندما ننظر إلیها على أنها  P�میني ( إذا �انت  مودول-Rأنها 

إذا كانت إسقاطية عندما ننظر إليها Rمثالية إسقاطية في P، فإنه ُ�قال إن  Rمثالية في  حلقة  Pكانت 

 مودول �ساري. -Rعلى أنها مودول �میني و�سقاط�ة عندما ننظر إلیها -Rعلى أنها 
. إن R �مین�ــاً (�ســار�اً) منتهــي التولیــد فــوق حلقــة مــودولاً  M إذا �ــانبنــا أن نشــیر  أ�ضــاً إلــى أنــه :  و�جــدر 

هـو أن �كـون �الإمكــان  R مـودولاً �مین�ـاً (�سـار�اً) إســقاط�اً فـوق  M الشـرط الـلازم والكـافي لكـي �كــون المـودول
)إ�جــــاد عناصــــر  ) imni هومومورفیزمــــات مــــودولات �مین�ــــة (�ســــار�ة)  -Rو��جــــاد      M مــــن =2,1,...,

RMfni i →:),...,2,1(  �كتب �الشكل: Mمن  m�حیث إن �ل عنصر  =

))(()(
11
∑∑
==

==
n

i
iii

n

i
i mmfmmfmm 

مــــودول �مینــــي (�ســــاري) مســــطح  -Rحلقــــة موضــــع�ة، فــــإن �ــــل  Rإذا �انــــت  : [21,10]مبرهنــــة  1-20

 مودول �میني (�ساري) إسقاطي.  -Rومنتهي التولید هو 

 Semihereditaryإنهــا حلقــة نصــف وراث�ــة                     ( Rُ�قــال عــن حلقــة  [10]:تعر�ــف . 21-1

Ring مین�ـة (�سـار�ة) إذا �انـت �ـل مثال�ـة �مین�ـة (�سـار�ة) فـي� (R  ومنته�ـة التولیـد إسـقاط�ة فیهـا؛ وُ�قـال عــن

 صف وراث�ة �سار�ة معاً.إنها نصف وراث�ة إذا �انت نصف وراث�ة �مین�ة ون R الحلقة
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�انـت  ،تكـون نصـف وراث�ـة إذا، وفقـط إذا Rحلقـة تبديل�ـة، فـإن R�جدر بنا أن نشـیر إلـى أنـه: إذا �انـت 

    .  ])10المرجع ( انظر [   R في ومنته�ة التولید إسقاط�ة  R كل مثال�ة في

 Quasi-Hereditary(                          وراث�ة ش�ه إنها حلقة R ُ�قال عن حلقة [2]:تعر�ف  .22-1

Ring( (�سار�ة) في الحلقة  �مین�ة (�سار�ة) إذا �انت �ل مثال�ة �مین�ةR الحلقـة عـن ُ�قـالو  ؛مسـطحة فیهـا R 
 وراث�ة �سار�ة معاً.ش�ه وراث�ة �مین�ة و  ش�ه وراث�ة إذا �انتش�ه إنها 

 الآت�ة متكافئة: . إن الشروطذات عنصر وحدة حلقةR لتكن[17] .مبرهنة:23-1
1- R.تملك مثال�ة �سار�ة أعظم�ة وحیدة 
2- R.تملك مثال�ة �مین�ة أعظم�ة وحیدة 
3- 𝑅/ )(RJ .حلقة تقس�م 
4- )(RUR  .Rالقابلة للقلب فيRهي مجموعة عناصر الحلقة RU)(حیث إن Rمثال�ة في −

�جدر بنا أن نشیر إلى أنه: إذا تحقق أي شرط من الشروط الخمسة، عندئذ �كون 
)()( RURRJ −=. 

 . إن الشرطین الآتیین متكافئان:Rعنصراً من yحلقة، ول�كن Rلتكن :[6]تمهید�ة .1-24
 ∋RJy)( .-آ

 .Rمن xمن أجل �ل Rقابل للقلب من ال�سار في xy−1-ب    

 .Rمن  zو  xمن أجل �ل  Rقابل للقلب في  xyz−1  -ت    

 )Graded Ring( حلقة مدرجة  R إن ُ�قالنصف زمرة.  Sحلقة، ولتكن  Rلتكن  :[13]تعر�ف .25-1
),(إن  ُ�قالمدرجة، أو  -Sحلقة   Rإن  ُ�قالأو ، Sوفق  SR  تدر�ج للحلقةR  وفقS  إذا وجدت أسرة

Ssزمر جزئ�ة جمع�ة  sR
⇒

 :تحقق الشرطین الآتیین Rمن  }{

sSs -أ  
RR

∈
⊕= . 

stts -ب  RRR  .Sمن  tوsمن أجل أي عنصر�ن ⊇

، أي Sوفق Rنصف زمرة اختزال�ة .إذا استطعنا تدر�ج الحلقة   Sحلقة، و  Rلتكن : [20].مبرهنة126-

sSs إذا �ان
RR

∈
 .eR∈1، و�كون عندهاe تملك عنصراً ح�اد�اً  S ، فإنSوفق Rتدر�جاً للحلقة  =⊕

: في الحلقات المدرجة  دراسة تدر�ج الحلقة ش�ه الوراث�ة ودراسة الحلقة نصف الوراث�ة (ش�ه الوراث�ة) -2  

sSsلتكن  مبرهنة:.1-2
RR

∈
}�حیث �كون  Sتبديل�ة مدرجة وفق شر�ط متعامد AIPحلقة  =⊕ }00 =R ،

}عنصراً من  αول�كن  }0−Sعندئذ.: 
 وراث�ة. ش�ه ، فإنها تكون ضر��ة  αRإذا �انت الحلقة الجزئ�ة   -1

 موضع�ة، فإنها تكون نصف وراث�ة. αRإذا �انت  الحلقة الجزئ�ة   -2
  البرهان:
 ، وذلك لأنه: Rمثال�ة في  P. إن αRالحلقة الجزئ�ة مثال�ة في  Pلتكن  -1
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I( ),( +P  تكون زمرة جزئ�ة من الزمرة),( +R. 
II(  إذا �انx  عنصراً منP  و�انb عنصراً من sSs

RR
∈
  �الشكل: b، فإنه �الإمكان �تا�ة  =⊕

 
 

 و�التالي فإن:

{ }
∑∑
−∈∈

+==
α

α
Ss

s
Ss

s xbxbbxxb )( 

}شر�ط متعامد و Sو�ما أن }00 =R:فإن ، 
{ } 21210 ,,0

21
ssSssRRR ss ≠∈∀=⊆ 

 و �التالي فإن: 
{ } { }αααα −∈∀=∈∈ SsRRxbRxb ss 0& 

Pxbxbومن ثم فإن   ∈= α. 
.)(تبديل�ــــة، فــــإن  AIPحلقــــة  R�مــــا أن  Pannr R  مثال�ــــة �حتــــه فــــيR                   ] ) 1التعر�ــــف-

.)(. لنبرهن على أن ])11 Pannr R   مثال�ة �حته فيαR: 
.)(.)(إن  PannrPannr

RR ⊆
α

 ، و�التالي فإن:

)(.)(. PannrxPannrx RR ∈⇒∈∀
α

 
.)( �مــا أن Pannr R  مثال�ــة �حتــه فــيR فإنــه يوجــد ،y  مــنR  حیــث �كــون�yxx ، ∋Ry. �مــا أن =

 فإنه �الإمكان �تابته �الشكل:

ss
Ss

s Ryyy ∈= ∑
∈

; 

 و�التالي فإن:

αxyyxyxx
Ss

s
Ss

s === ∑∑
∈∈

)( 

.)(�مــا أن  Pannry Rαα ααو  ∋ Ry αxyx�حیــث �كــون  ∋ .)(، فــإن = Pannr Rα
مثال�ــة �حتــه فــي  

αR مــــا أن الحلقــــة الجزئ�ــــة� .αR فــــإن المثال�ــــة ضــــر��ة ،P  و�مــــا أن ])13-1التعر�ــــف ( [تكــــون ضــــر��ة ،
)(. Pannr Rα  مثال�ـــة �حتـــه فـــيαR فـــإن ،P  تكـــونαR-  ً18-1التعر�ـــف ( [مـــودولاً �مین�ـــاً مســـطحا([  ،

تكـون شـ�ه  αR، و�التـالي فـإن مسـطح �سـاري مـودول  -αRهـي  Pو�أسلوب مماثـل �مكـن البرهـان علـى أن  

 .])22-1التعر�ف ( [وراث�ة 

هــي  P. �مكــن و�أســلوب مماثــل للبرهــان علــى αRالحلقــة الجزئ�ــة فــي  منته�ــة التولیــد مثال�ــة Iلــتكن  -2

αR- و  مـــودول �مینـــي مســـطحαR-  البرهـــان علـــى أن المثال�ـــة  مســـطح �ســـاري مـــودولI  المنته�ـــة
ــ مــودولاً  -αRالتولیــد تكــون  اً، و�مــا أن الحلقــة الجزئ�ــة مســطح ســار�اً � مــودولاً  -αRاً و مســطح اً �مین�

ss
Ss

s Rbbb ∈=∑
∈

;
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αR  موضــــع�ة، فــــإنI  تكــــونαR-  ًإســــقاط�اً و  اً �مین�ــــ مــــودولاαR-  ًإســــقاط�اً   �ســــار�اً  مــــودولا] 
 .])21-1التعر�ف ( [تكون نصف وراث�ة  αR، و�التالي فإن الحلقة الجزئ�ة ])20-1التعر�ف (

عنصــره   اختزالــي مدرجــة وفــق مونوئیــد شــ�ه وراث�ــة �مین�ــة حلقــة -NJ  لــتكن مبرهنــة:.2-2

إذا .  �حققــان مــن  و  مــن أجــل �ــل عنصــر�ن  ولنفــرض أن،   الح�ــادي
 وراث�ة �مین�ة. نصف تكون  فإنها موضع�ة eR الحلقة الجزئ�ة كانت

 البرهان: 
sRR�ما أن 

Ss∈
 مبرهنة[ eR∈1، فإن eعنصره الح�ادي  Sمونوئید اختزالي حلقة مدرجة وفق  =⊕

  موضع�ة، فإن: eR، و�ما أن 1غیر صفر�ة وذات عنصر وحدة eR�ما أن الحلقة الجزئ�ة  .])1-26(
)()( ])23-1( مبرهنة [ eee RURRJ −= 

RURx)(إذا �ان  sRRx، فإن ∋−
Ss∈
 �الشكل: x، و�التالي فإنه �الإمكان �تا�ة ∋=⊕

{ }
SsRxxxx ssse

eSs
∈∀∈+= ∑

−∈

; 

ead، و eعنصره الح�ادي  Sمدرجة وفق مونوئید اختزالي حلقة  -   R NJ الحلقة �ما أن من أجل  ≠
),(),(�حققان  Sمن  و  aكل  eeda }عنصر من فإن �ل  ،≠ }0−sR  هو عنصر غیر

}من  sوذلك من أجل �ل  Rنظامي في  }eS ، فإنه يوجد Rنظام�اً في  xلأنه إذا �ان العنصر  −
xbxx�حیث �كون  bعنصر  Rفي  sRRb، و�ما أن =

Ss∈
  �الشكل: bفإنه �الإمكان �تا�ة  ∋=⊕

ααα
α

Rbbb
S

∈=∑
∈

; 

 و�التالي فإن: 

{ }
xxbxxbxbxxbbxbxx

eSSS
e ∑∑∑

−∈∈∈

+==⇒==
ααα

ααα إن &)(

{ }0−∉ se Rxxb وذلك لأنه: إذا �ان ،{ }0−∈ se Rxxb:فإن ،  

sesssess
RRxxb

RRRRRxxbRxxb

se

ssessesese

Ss

=⇒=⇒=⇒










⊕=≠

=⊆∈∈

∈

2

2

&0
&

&

وهذا يتناقض مع �ون 

es . �ذلك إن:≠
 

 
{ } { }eSRxxb s −∈∀∉ − αα 0 

}وذلك لأنه إذا وجد في  }eS }�حیث �كون  tعنصر − }0−∈ st Rxxb:فإن ، 

ststsststst RRxxbRRRRxxbRxxb
Ss∈
⊕=≠⊆∈∈ &0&&

tsestssestss =⇒=⇒=⇒
eadوهذا مناقض لافتراضنا أن   ),(),(�حققان Sمن  dو  aمن أجل �ل  ≠ eeda   �ما أن: .≠

{ } { }eSRxxbxxb se −∈∀∉ − αα 0, 

sSs
RR

∈
⊕=S

eesd ≠sdS),(),( eeds ≠

d
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{ }
xxbxxbxRx

eS
es ∑

−∈

+=∈
α

α& 

0)(و�التالي فإن هذا مع ملاحظة أن  .x≠0، وهذا مناقض لكون x=0فإن  RJ∈ :يبین لنا أن 
}  ])10-1( الإشارة في التعر�ف [ }eSsRJxs −∈∀∈ )( 

)(إن  ee RJx )(، وذلــك لأنــه: إذا �ــان ∋ ee RJx )(، لكــان ∌ eee RURx ، و�التــالي لكــان∌−
)( ee RUx   ، ومن ثم فإن:∋

{ }

{ } { }
∑∑

∑

−∈

−

−∈

−−

−∈

∈−=−=+=⇒













∈

+=

eSseSs

eSs

RJxxjjxxxx
RUx

xxx

sesee

ee

se

)(;11
)(

& 1
11

 و�التالي فإن: 11

11  ])24-1( مهید�ةت[ j−  قابل للقلب فيR ⇒∈ )(1 RJj 
x  قابل للقلب من ال�سار فيR ⇒− xxe

 ⇒Rقابل للقلب في   1
و�ما أن:

 
 

{ }

{ } { }
∑∑

∑

−∈

−

−∈

−−

−∈

∈−=−=+=⇒













∈

+=

eSseSs

eSs

RJxxjjxxxx
RUx

xxx

esese

ee

se

)(;11
)(

& 111
 فإن:  22

21  ])24-1( تمهید�ة [ j−  قابل للقلب فيR ⇒∈ )(2 RJj 

x  قابل للقلب من ال�مین فيR ⇒ 1−
exx قابل للقلب فيR ⇒ 

RURx)(، وهذا مناقض لكون Rقابل للقلب في  xإذاً  −∈. 
�الشكل: z. عندئذ �الإمكان �تا�ة Rعنصراً من zل�كن 

 
 

{ }
SsRzzzz ssse

eSs
∈∀∈+= ∑

−∈

; 

)(�ما أن  ee RJx ee، فإن∋ xz−1 قابل للقلب في]  eR ، ومن ثم فإن:])24-1( تمهید�ة 
 

 

{ }
∑
−∈

−−
−−−=−−

eSs
eeeeeeee xzxzxzzxxz s )1()1()1()1( 11

 

{ } { }
eeeeee xzxzxzxz ss

eSseSs
∑∑
−∈

−

−∈

− −=−=−−= 11 )1(;1)1(1 ξξ ما أن�

{ }eSsRJzs −∈∀∈  ثم فإن:، ومن RJ∈ξ)(، فإن )(
∋⇒ Rقابل للقلب في  ξ−1  ])24-1( تمهید�ة [ )(RJξ 

ezx−1قابل للقلب من ال�سار  في R ⇒)1()1( 1
ee zxzx −−      Rفي قابل للقلب −

&

⇒
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 [ ∋RJxe)(، فإن  Rمن  zمن أجل �ل Rقابل للقلب من ال�سار  في ezx−1�ما أن 

و�التالي فإن:، ])24-1تمهید�ة ((
 

 

{ }
)(RJxxx

eSs
se ∈+= ∑

−∈
 

)()(ومن ثم فإن  RJRUR )()(، و�ما أن −⊇ RURRJ ، فإن ⊇−
)()( RURRJ RUR)(و�التالي فإن، =−  [موضع�ةR، ومن ثم فإن الحلقة Rمثال�ة في  −

، فإن  إذا �انت . الحلقة الجزئ�ة في منته�ة التولید �مین�ة مثال�ة  لتكن ].)23-1( تمهید�ة

 ومنته�ة التولید تكون مثال�ة �مین�ة PR ، فإن. أما إذا �انت  في تكون �مین�ة إسقاط�ة 
 PRوراث�ة �مین�ة، فإن المثال�ة ال�مین�ة  ش�ه R�ما أن الحلقة .  وتكون  غیر صفر�ة في 

 [اً إسقاط�اً �مین� مودولاً  -Rتكون  PR فإن حلقة موضع�ة، Rو�ما أن ،مسطحمودول �میني  -Rهي

};2,1,...,{ و�التالي فإنه توجد أسرة عناصر ،] )20-1( المبرهنة nimi -R، وأسرةPR من=

}:→;2,1,...,{ هومومورفیزمات مودولات �مین�ة niRPRfi  PRمن  m، �حیث إن �ل عنصر =

∑ �كتب �الشكل
=

=
n

i
ii mfmm

1
 .  1-19] إشارة التعر�ف[  )(

 ، فإن:Pعنصراً من  xإذا �ان 

niRRxfPx s
Ss

i ,...,2,1⇒⇒)(⇒⇒ ⇒
⇒

== 

ssi
Ss

sii Rxfnixfxf ∈== ))((;,...,2,1⇒))(()(⇒ ∑
⇒

 

}2,1,...,{من  iلنعرف، من أجل �ل n التطبیق ،ei RPg  �الشكل: :→

( ) Pxxfxg eii ⇒⇒][)( = 

 ، فإن:eRعنصراً من  λ، و�ان Pعنصر�ن من xو yعندئذٍ ، إذا �ان 

eieieiieii yfxfyfxfyxfyxg )]([+)]([=)](+)([=)]+([=)+(                                             

)()( ygxg ii +=  

λλλλλ )()]([])([)]([)( xgxfxfxfxg ieieieii ==== 

igIi يبــین، لنــا هــذا، أن عنصــراً مــن  tلــ�كن .eRإلــى  Pهومومــورفیزم مــودولات �مین�ــة مــن-eRهــو )⇒(

},...,2,1{ n:ٍعندئذ . 

⇒⇒},...,2,1;{⇒ PRnimm it = 

RPaRrram titi

n

i
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= 
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 و�التالي فإن:

t
Ss

sstistititti nini RrrrRr ,,2,1,,2,1 ,⇒)(;)(;⇒ ∑
⇒

,,,,  == =⇒
و�ما أن 

RPRmt  �الشكل: tm، فإنه �الإمكان �تا�ة ⇒⇒

sst
Ss

stt Rmmm ∈= ∑
∈

)(;)( 

 ومن ثم فإن:
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sttett rararara

-
++++= 

{ } { }
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⇒
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eSs
sttnttn

eSs
sttettnttnett rararara
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+++++= 

Praram ettnttnettet ⇒)()()(⇒ ,,,1,1 ++=  
 ، فإن:Pعنصراً  من  ′mفإذا �ان 

PRmRm e ⇒&⇒ ′′ 
 و�التالي فإن:

∑
=

′=′⇒′
n

i
ii mfmmPRm

1
)(⇒ 

 ومن ثم فإن:
niRPRmniRmf ii ,...,2,1⇒⇒⇒&,...,2,1⇒⇒)( ==′
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∈∈

=∀==∀=⇒
Ss

siid
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 و�التالي فإن:
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هـذا، مـع ملاحظـة أن ، فـإن �حققـان مـن  و  من أجل �ل عنصر�ن  و�ما أن

eRm ∑ ، يبــین لنــا أن′⇒
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. �مــا )]()[(

)}(;2,1,...,{أن  nim ei }:→;2,1,...,{، وPأســـــــــــرة عناصـــــــــــر مـــــــــــن= niRPg ei  -eRأســـــــــــرة =

∑ �كتـب �الشـكل Pمـن ′mهومومورفیزمات مـودولات �مین�ـة �حیـث أن �ـل عنصـر
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إسـقاط�ة، P، و�التالي فإن المثال�ـة ال�مین�ـة 1-19] [ [إشارة التعر�فمودول �میني إسقاطي  -eRهو  Pفإن 
 وراث�ة �مین�ة.تكون نصف  eRومن ثم فإن الحلقة الجزئ�ة 

مدرجــة وفــق  شــ�ه وراث�ــة �ســار�ة حلقــة – NJ علــى أنــه: إذا �انــت�مكــن �أســلوب مماثــل، البرهــان 

�حققــان  مــن  و   مــن أجــل �ــل عنصــر�ن  ، و�ــان  عنصــره الح�ــادي  اختزالــي مونوئیــد
 .وراث�ة �سار�ة نصف تكون  هافإنموضع�ة   الحلقة الجزئ�ة ، و�انت
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Abstract 

We studied in this work graded quasi- hereditary ring and study 
semihereditary ring (quasi- hereditary) in graded ring. we got  the next results: 

1) If sSs
RR

∈
⊕=  is a commutative AIP  ring graded by a perpendicular band S  such 

that { }00 =R , and α  is an element of { }0−S . Then: a) If the subring αR  is 
multiplication, then αR  is  quasi- hereditary. b) If R  is a local ring ,then the subring 

αR  is a semihereditary. 2) If sSs
RR

∈
⊕=  is a right quasi-hereditary NJ- ring graded 

by cancellative monoid S  with an identity element e , and esd ≠ for every two 
elements ds,  of S satisfy ),(),( eeds ≠ . If the subring eR  is  local ,then eR  is a right 
semihereditary.  

Key words: Cancellative monoid, Perpendicular band, AIP  Ring, NJ- Ring, local ring, 
Multiplication ring, Multiplication module, Projective module, Hereditary ring, Quasi- Hereditary 
ring, Graded ring. 
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